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Приведены методики выполнения и обработки результатов, а также основные результаты экс-
периментального исследования законов распределения показателей стойкости червячных фрез при зу-
бонарезании цилиндрических шестерен для широкого круга условий обработки, стационарности и эрго-
дичности процесса износа указанных фрез. Показано, что распределение стойкости червячных фрез для 
зубонарезания цилиндрических шестерен в производственных условиях подчиняется нормальному закону, 
процесс износа этих фрез является стационарным и обладает эргодическим свойством. Это указывает 
на правомерность и эффективность моделирования этого процесса статистическими методами по 
данным одной представительной выборки. 
Введение. Процесс износа режущих инструментов является случайным и для его моделирова-
ния обычно используют статистические методы [1]. При этом для оценки степени тесноты и формы 
взаимосвязей зависимых и независимых переменных наиболее часто используют методы корреляционно-
регрессионного анализа (КРА). Оценку указанных взаимосвязей в условиях пассивного эксперимента 
обычно выполняют по результатам одной выборки, при планировании эксперимента – двух-трехкратном 
дублировании опытов. Применять методы КРА и распространять результаты, полученные из ограничен-
ного экспериментального материала на процесс в целом можно лишь при соблюдении ряда условий [2]: 
1) параметр оптимизации у есть случайная величина с нормальным знаком распределения; 
2) дисперсия у не зависит от абсолютных значений величины у, остается постоянной или одно-
родной при различных наблюдениях у; 
3) значения независимых переменных х1, х2 … хm измеряются с пренебрежимо малыми ошибками 
по сравнению с ошибкой в определении у; 
4) переменные х1, х2 … хm линейно независимы; 
5) процесс изменения зависимой переменной является однородным во времени (стационарным) и 
воспроизводимым (эргодичным); 
6) экспериментальные данные получены из ряда независимых испытаний, наблюдений и образу-
ют случайную выборку из данной генеральной совокупности. 
Постановка задачи. Если соблюдение условий 2…4, 6 во многом обеспечивается правильной ор-
ганизацией эксперимента и выбором независимых переменных, то соблюдение условий 1 и 5 – соответ-
ствием природы изучаемого процесса указанным требованиям. Нами поставлена задача анализа природы 
процесса износа червячных фрез при зубонарезании цилиндрических шестерен, соблюдения при его реа-
лизации условий 1 и 5. Лишь при их соблюдении результаты моделирования этого процесса, полученные 
из ограниченного экспериментального материала, можно распространить на процесс в целом и использо-
вать для его оптимизации или прогнозирования. 
При решении различных оптимизационных или интерполяционных задач применительно к процессу 
зубофрезерования цилиндрических шестерен червячными фрезами (выбор режимов и других условий 
резания, параметров оборудования и оснастки) часто используются зависимости стойкости (износа) чер-
вячных фрез от оптимизируемых параметров, полученные экспериментально с помощью корреляционно-
регрессионного анализа.  
Большинство исследований законов распределения стойкости выполнено для простых инструмен-
тов (резцы, сверла, метчики и т.п.), имеющих сравнительно низкую стойкость [1, 3, 4]. Большинство ав-
торов пришло к выводу, что закон распределения стойкости инструмента зависит от качества инструмен-
та, условий его эксплуатации и связанными с этим факторами причинами выхода инструмента из строя, 
характеризуемыми коэффициентом вариации стойкости KV. Если основной причиной выхода инструмен-
та из строя является его износ (KV < 0,3…0,5), то для описания распределения стойкости инструмента 
применимо нормальное или логарифмически-нормальное распределение. Если наряду с износом воз-
можны поломки инструмента (KV > 0,3…0,5), то распределение его стойкости может быть описано рас-
пределением Вейбулла и гамма-распределением. 
При эксплуатации червячных фрез более характерна первая причина выхода из строя (обычно KV < 0,3). 
Однако в ряде случаев при нарушениях технологии изготовления фрез и условий эксплуатации возможна 
и вторая причина. Поэтому для оценки распределения стойкости червячных фрез в производственных 
условиях в качестве теоретически возможных законов были приняты 4 названных выше закона. 
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Методы исследований. Экспериментальные данные были получены при зубофрезеровании в 
производственных условиях цилиндрических шестерен  m = 4…5 мм, z = 20…48 из стали 18ХГТ,  
НВ 156…217 стандартными цельными червячными фрезами из стали Р6М5 на Минском заводе шесте-
рен. Скорость резания V при обработке различных шестерен находилась в интервале 28,9…40,6 м/мин, 
подача So – 1,78…3,41 мм/об. Измерения износа фрез были выполнены для 9 различных сочетаний усло-
вий зубонарезания: станок (мод. 5Б312, 5А312), способ осевой передвижки фрезы (вручную, автоматиче-
ски), метод зубофрезерования (встречное, попутное), параметры обрабатываемых шестерен (m, z), режи-
мы резания (V, S). Для каждого из указанных вариантов условий зубонарезания измерения максимально-
го износа зубьев фрез на пересечении боковой и задней поверхностей зуба фрезы производились через 
две обработанные детали до достижения критического износа 0,8 мм. В зависимости от условий зубона-
резания это происходило через 6…42 обрабатываемые шестерни. Для каждого варианта условий зубооб-
работки измерения выполнялись для 30…50 фрез, что позволило получить представительные выборки 
для оценки закона распределения стойкости фрез, стационарности и эргодичности процесса их износа. 
Износ фрез измерялся лупой Бринелля с 24-кратным увеличением. 
На первой стадии обработки результатов была выполнена оценка резко выделяющихся данных с 
помощью критерия Груббса. Результаты, не соответствующие этому критерию, были исключены. Выбор 
теоретических законов распределения, в наилучшей степени соответствующих опытным данным, произ-
водился с помощью критериев Пирсона 2 и Колмогорова  по результатам выравнивания эмпирических 
распределений принятыми теоретическими. Кроме того, проверка соответствия эмпирических и теорети-
ческих распределений проводилась с помощью соответствующей вероятностной бумаги. 
В соответствии с рекомендациями [5] принималось, что гипотеза распределения стойкости фрез в 
рассматриваемых условиях обработки по выбранному закону распределения не противоречит опытным 
данным, если P( 2) > 0,05, а P( ) > 0,6. 
Основные результаты выполненного выравнивания и сопоставления эмпирических и теоретических 
распределений стойкости червячных фрез для различных условий их эксплуатации приведены в таблице 1. 
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значения ( )x t  и 2(t) рассчитывают по формулам (2) и (3): 
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где   хi – значение стойкости  i-той фрезы; n – число фрез в выборке. 
Для нормального распределения T и Т – среднее арифметическое значение и среднее квадрати-
ческое отклонение стойкости червячных фрез в данной выборке в мин. 
Необходимость оценки стационарности и эргодичности изучаемого процесса объясняется тем, что 
лишь при наличии этих свойств моделирование процесса можно выполнять статистическими методами 
по результатам измерений характеристики процесса в одной выборке ограниченного, но достаточного 
объема (минимальный объем представительной выборки n = 30 шт.). 
Известно, что для стационарных процессов изнашивания инструментов характерны следующие 
признаки [2, 6, 7]: 
- приращения износа через равные промежутки времени статистически однородны, т.е. не зависят 
от предыдущего износа; 
- корреляционная функция приращений износа асимптотически стремится к нулю; 
- скорость износа постоянна во времени и угол наклона прямых h = f(t) для различных периодов 
работы инструмента близок к постоянному; 
- характер распределений значений износа не меняется со временем. 
Эргодичность (однородность) характеризует постоянство свойств различных реализаций процесса, 
полученных в заданных условиях. Поэтому, если при анализе процесса износа фрез изучаются участки 
одной реализации, взятые для разных периодов времени, то при анализе эргодичности процесса необхо-
димо рассмотреть различные реализации процесса износа нескольких фрез, полученные через неравные 
промежутки времени, при разных режимах и условиях резания. 
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Для анализа стационарности и эргодичности процесса изнашивания червячных фрез по указанным 
признакам были использованы результаты опытов по установлению законов распределения характеристик 
стойкости червячных фрез, позволившие получить данные о приращениях износа. 
 
На первом этапе проверки соблюдения указанных 
условий при зубофрезеровании были построены совме-
щенные графики реализаций износа червячных фрез, по-
лученных при определенных условиях резания (рис. 1). 
Внешний вид полученных графиков подтверждает гипоте-
зу о стационарности и эргодичности рассматриваемого 
процесса: линии реализаций износа фрез располагаются 
компактно и пересекают друг друга. 
Для проверки однородности дисперсий износа (од-
нородности приращений износа) через промежутки време-
ни, кратные основному времени зубонарезания колеса t0, и 
несущественности различий средних значений износа 
(приращений износа) всех реализаций были рассчитаны 
соответственно критерии Бартлетта 2 и Фишера F.  
 
Рис. 1.  Реализации износа червячных фрез: 
V = 29,2 м/мин; S = 1,64 мм/об; t0 = 24,5 мин 
 
Каждая реализация была разбита на 6…10 участков. Как известно, опытные данные не противоречат 
гипотезе об однородности (равенстве) указанных дисперсий при соблюдении условия: 
    2 <
2
кр ,                                                                           (4) 
а также гипотезе о несущественности различии (равенстве) средних значений (приращений) износа при 
соблюдении условия: 
    F < Fq,                                                                               (5) 
где кр  и  Fq – нормированные значения критериев, определяемые по [5]. 
Подтверждением стационарности изучаемого процесса является также соблюдение условия  
lim 0,
,
xxR                                                                          (6) 
где Rxx( ) – нормированная корреляционная функция;  – время. 
Практически при соблюдении данного условия значения Rxx   при увеличении  стремятся к нулю. 
Результаты исследования. Коэффициент вариации KV определялся как отношение значений Т и T в 
данной выборке. Данные, приведенные в таблице 1, свидетельствуют о том, что все выбранные теорети-
ческие законы могут быть использованы для описания стойкости червячных фрез в рассмотренных усло-
виях, характерных для современного машиностроения. Однако в лучшей степени для этого пригодны 
нормальный и логарифмически нормальный законы. Изменение условий зубофрезерования (режимов 
резания, вида подачи и способа осевой передвижки фрезы) не оказывают существенного влияния на ха-
рактер распределения стойкости червячных фрез. 
Расчеты значений 2 и F показали, что для каждой совокупности реализаций износа червячных 
фрез условия (4) и (5) соблюдаются (табл. 2). 
Таблица 2 
Значения критериев Бартлетта 2 и Фишера F 
 
Режимы резания Количество  
реализаций износа 
Расчетные значения Нормированные значения [5] 




29,2 4,08 50 56,5 0,8 66,34 1,36 
52,9 1,64 50 27,7 1,33 66,34 1,36 
52,9 4,08 50 61,26 0,635 66,34 1,36 
29,2 1,64 30 35,8 1,29 42,6 1,46 
 
Поведение нормированной корреляционной функции приращений износа определено на основа-
нии расчетов, выполненных по методике, изложенной в [2]. Установленное уменьшение коэффициентов 
корреляции между первым и последующими (через интервал времени, кратный t0) приращениями износа 
червячных фрез свидетельствует об ослаблении связи между ними. Приращения, обладающие указанным 
свойством, называются асимптотически независимыми. Процессы, имеющие асимптотически независи-
мые приращения, называют процессами с сильным перемешиванием. Это явление визуально отражается 
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переплетением реализаций износа (см. рис. 1). Колебание значений нормированной корреляционной 















Рис. 2. Нормированная корреляционная функция приращений износа червячных фрез : 
(О – V = 52,9 м/мин, S = 1,64 мм/об; Δ – V = 29,2 м/мин, S = 4,08 мм/об; ■ – V = 52,9 м/мин, S = 4,08 мм/об) 
 
Для проверки постоянства скорости приращения износа зубьев червячных фрез по имеющимся опыт-
ным данным были рассчитаны для различных режимов резания и периодов работы фрез значения h  и 2hi и 
найдены уравнения регрессия jh = f(t) и 
2




Рис. 3. Изменение среднего износа ( ) и дисперсии (о) в зависимости  от времени зубофрезерования: 
а – V = 29,2 м/мин, S = 4,08 мм/об, t0 = 9,9 мин; б – V = 52,9 м/мин, S = 1,64 мм/об, t0 = 13,5 мин; 
в – V = 52,9 м/мин, S = 4,08 мм/об, t0 = 5,4 мин 
 
Уравнения регрессии имеют вид: 
    y a bx ,                                                                            (7) 
где y  – либо износ jh зубьев фрезы, либо дисперсия этого износа 
2
hi ; x – время работы фрезы. 
Графики имеют линейный характер, что характерно для постоянной скорости износа. Оценка аде-
кватности полученных зависимостей и соответствия результатов расчетов опытным данным с помощью 
критерия Фишера и средней относительной ошибки εср уравнения связи [1, 2] показала их удовлетвори-
тельную согласованность с результатами опытов.  
В таблице 3 приведены результаты расчетов характеристик износа (стойкости) фрез и оценки дос-
товерности определенных зависимостей.  




Опытные и расчетные значения характеристик распределения стойкости  червячных фрез  
по результатам полных испытаний 
 
Режимы  обработки 
Эмпирические  
уравнения 
Т факт,  
мин 
σт факт.,  
мин 




Тр факт.,  
мин  
при  












h = 0,0081 + 93 10
–5t 




σ = 0,0011 + 43 10–6t 0,89 27,6 
29,2 4,08 
h = 0,0157 + 0,012t 




σ = 0,0023 + 34 10–5t 0,92 12,7 
52,9 1,64 
h = 0,059 + 0,009t 




σ  = 0,0012 + 35 10–5t 0,81 0,2 
52,9 4,08 
h  = 0,077 + 0,021t 




σ  = 0,0007 + 63 10–5t 0,93 31,2 
 
В графах F и εср верхнее значение относится к ,Т  снижнее – к σт, Тр – стойкость, достижение кото-
рой гарантировано с определенной вероятностью р (р = 0,9). 
Таким образом, было подтверждено соблюдение приведенных выше условий стационарности и 
эргодичности процесса износа червячных фрез при зубофрезеровании цилиндрических шестерен в про-
изводственных условиях. 
Выводы 
1. Распределение стойкости червячных фрез при зубофрезеровании цилиндрических шестерен в про-
изводственных условиях с достаточной точностью может быть описано нормальным законом распределения. 
2. Процесс износа указанных червячных фрез является стационарным и обладает эргодическим 
свойством. 
3. Моделирование указанного процесса с целью решения оптимизационных или интерполяцион-
ных задач может быть выполнено в производственных условиях по результатам экспериментального 
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